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Correction de I'Epreuve de Mathématiques I |

Partie I: (28 points)
On pose

x
Plz) = 72-1?/0 e~t'ds.

Montrer que D est de classe C! et impaire sur R. ) @

—-‘2 b ™ 2 .
s ¢ — e est coutinue sur B, Donc D est C* sur R.
o En effectuant de changement de variable u = —¢, on montre que ® est impaire sur R.

2%

3" Montrer que ¢ est développable 2n série entiére au voisinage de 0. Déterminer ce développement.

Préciser le rayen de convergenca. ) @
’ B 2 —:r'2 - 3 Z_ - o
s B'(z) = Te " est développahle en série entiére au voisinage de 0, R = +oc0.
T
2 o0 z2n
2 P'r)=— Z(—l)”-— et, puisque $(0) = 0, donc
N n!

L=

ke

x2n+1

2 « n ‘
@(I)z\ﬁ;(_l) m. R=TOO

3° a- Montrer que Papplication ¥ : z — ¥(z) =
ordre que 'or déterminera. @

g e’zé(x) vérifie une équation différentielle du premier

¥ est de classe C! sur R et vérifie ’équation différentielle

y —2zy = 1. (E)

D- En déduire que Yz € R,
2n+1




o 2n
27 nl o

Soit y(I) = nzz:o m T ] R = +o0.
e yest de classe C* sur Ret on a
2% n’ 2n 2 (n+ 1) onps
vz = Z @)% e 1T Z Gty © PRV :

» y et ¥ sont solutions de (F) et vérifient y(0) = ¥(0) = 0. Donc y = U.

4° a- Montrer que ¥ z € R,
4 [l e—=201+t%)

o z)=1-— —/ L i T
m Jo

4 1t e-x’(1+: )
On pose ¥(z) = ;/ —_—
0

142
e—zz(l+tz)
o Q:(z,t) — R est continue sur R x [0,1].
on —z2(214+¢3) : :
o — : (z,t) — —2ze existe et est continue sur R x [0,1].

oz
1
e ¥ est donc C' et pour tout z €R, ¥'(z) = —2xe"z/ e~=tdt = —29'(z)®(z).
0 u=

e Donc, z — v:(x) + ®*(z) est constante sur R.

o 4(0) + 2%(0) = (0) = L.

b- Montrer que

1 —z’(1+:2)
/ ~o:
:’—o+co 14 t2
2 2
4 [le-="(1+t) 4 2
Ona0<= [ ———0s—dt<—e® —s O
T Jo 1+t s Tr—+00
C- En déduire que
/+°" 2y _ VT
- e =g

lim ®*z) =1 = hm d(z) = 1 (P est positive) et puisque t — et est intégrable sur

Tr+00
\/-

+oo a
[0, + oo on obtient / e tdt = 5
0

5° a- Vérifier que V z € R,

1-9%(z) = \/—/ (£+we"2dt—/oze"2dt)=%Lw =

b- En déduire que

—z2
1-9(@) _~ f/;:c'
e_:z ____________
Soit U(z) = Tz z2>1.

2
; e~ 1 2 _p2
* Vol =—0x [“:2} o

o t—s et est intégrable au voisinage de +co.

(V)




»n

e Par intégration, on obtient
o0 2 (>} tz
U'ltydt ~ —— e dt =U(z) ~ 1-9(z).
[ ooe ~ =/ 2) _~_1-%(z)
(On pourra aussi montrer, par intégration par parties, que YV z >0,

-t

€ € .

—z? 1 +oo
iz ﬁ/,

1-9(z) =

6° Soit .#(®) la transformée de Laplace de ¢ définie par
+00
2(3)(z) = / =t B(t)dt.
0

Montrer que #(®) est bien définie sur |0, + oof et que ¥V z > 0,

2()(z) = ieé (1-2).

e OnaVz>0,0<®(z)<1donct— e *®(t) est intégrable sur RY.

e Par intégration par parties, on a
2

+o0 o =) e,

1 1 .

/ e a(t)dt = — [ 0(0)]; " + - / ete it = / =+’ gy,
o & T Jo z J

ol

On pose u =t + ?2- dans la derniére intégrale, on obtient

L@)&) =~ % (1 ~2(2)).

z

2 +oo e--:x:t2
/ dt est continue sur Ry et dérivable sur R}.
0

7° a- Mont la foncti T) = —
ontrer que la fonction f(r) - T e

—zt?

On pose F: (z,t) — f+ ot (z,t) e Ry x R4
e F est continue sur Ry x Ry.

OF —2e—t’
o (z,t)— b—;(z,t) =—TE existe et est continue sur Ry x R,

oV (zt) eRy xRy, ‘F(x,t)! < 7 :tz: intégrable sur [0, + oof.

- oF 2=t
e YV [a,b] C]0,+ o0, V = € [a,b], 5(1:,&)' < iiE intégrable sur [0, + ool.

b- Montrer que ¥ z > 0,
fz) = *(1 - (V7))
\ e OnaVz>0,
, 2 /°° t2e==f ;) /°° R ) L1
et | B g i =l e,

) FEl=—s o 1+t2 7 Jo 1+12 @) - o
X

/

/ x 5 - 1

/ On pose f(z) = e*(1 — ®&(y/z)). On a f'(z) = f(z) — :
{ . P~ fz) =e*( (V=) f(z) = f(z) T

' * f— f est solution de 'équation différentielle y — y=0z> 0.

D) e f(0) = f(0) =0. f et f sont continues sur [0, + cof donc f = f.




‘Partie II: (23 points)

On pose
w(z) = e"z, zeR
Soit (Hn)nen la suite des fonctions définies sur R par:

Ho(z)=1
Hn(z) = (-1)"e= w(™(z), neN" '

ou w'™ désigne la dérivée d’ordre n de w.

1° Calculer Hy(z), Ha(z) et Hz(z).

Hi(z) = 2z, Hy(z) = 42 — 2 et H3(z) = 8z° — 12z.

2° a- Montrer que Yn €N, ¥ z € R,
H) (z) = 2zHn(z) — Hn+1(z)-

H(z) = % [(—1)"ef’(e-f’)(“>(z)] = 22H,,(2) — Hnt1(z).

b- Montrer que ¥V n € N, H, est une fonction polynémiale. Préciser le degré et le coefficient dominant

de Hy.

Par récurrence, on a H, est une fonction polynémiale de degré n de coefficient dominant a, = 2".

C- Montrer que Hn(—z) = (~1)"Hn(z). En déduire la valeur de H2n,+1(0).

o Ho(-z) = (~1)"e= w™(=z) = (-1)"* (=1)"w™(z) = (~1)"Hn()-
. H2n+1(0) = 0

3° Soit G(z,t) = e2**t", z eR, teR.

a- Soit z € R. Justifier pourquoi t — G(z,t) est développable en série entiére au voisinage de 0. Préciser

le rayon de convergence.

22t=¢* o5t le produit de deux fonctions d. s. e. au voisinage de 0 & rayons infinis. Donc

t— e
t — €274~ est d. s. e. au voisinage de 0 et R = +co.

b- En remarquant que G(z,t) = e”zw(x —t), montrer que Vz € R,

+0oo
G(z,t) = Z —H';EI) $

Soit z € R.
o 58 (z)| = Gz -1)
an \* 2 3t™
= Bl Ry — 1 [ . =0gm
Gat) = 3o et o 3t ey
n=0 ' n=0
L S ), ),
n=0 n! n=0 n!
C- Montrer que Y n € N,
(2n)!

Han(0) = (-1)"2

©® 6 ©® ©



Pourz=0,0na

foed k)
G080 =et =5 U 2 H, (0 Hn(0) 20
. 0 =e nz:; = nz_u Z .
Par identification (2 )
n

Hau{0) = (=1

d- Veérifier gque 7 (z,¢) € R?,

a8t
e
5 (5.8} = (2 - %)= = (2 — 2t)G(x, t).

e- En décuireque YneN*, Vz <R,
Hnq1{z) — 2zHp(z) + 2nHn-1(z) = 0.

,, " H,(z) Hni1(2) ,n
=3, el =5 Feile,

)
s (22 — 2t)Glz, t)—21;ZH <} ‘72—' 'C/m+1
n=0 =0

. - tn
=2z + Z('}:xH,.,(;z} - 2-nH,,-1(3:))F
n=1 -

o Par identification, on obtient H;{c) = 2z et
Hy () — 2zHy(z) + 2nH, -1 (2) = 0.

o
3

£. Montrer alers que Vn e N*, ¥V z € B,
: H} (z) = 2nHn_1(z).

Ona
e D'aprés 3° e~ ZzH,(z) = Hpsi1(z) + 2nHn-1(z).
¢ D'aprés 2° a- 2xi,{(x) = H.{(z) + Hpp1(x).
Donc H.(z) = 2nH,_1(z).

g- Moentrer que ¥ n €N, Vi €R,
H.'{z) — 2zH](z) + 2nHn(z) = 0.

Fn dérivant P'égalité 2cH,(z) — H.(z) = H,y1(z), on obtient

2H,(z) + 22H,(z) — Hy'(z) = Hapy(z) = 2(n + 1) Ha(2).

D’ou
H.(z) — 2zH.(z) + 2nH,(z) = 0.

Partie III (26 poiuts)

On pose

(<) 1 /+°° —t2 2tz gy
g(z) = — e e 9
VL S,




1° a- Quel est le domaine de définition de g.

—t3 2ix -2 g T
Pour tout 7 € R, ¢ — |e™" " e**| = e™" est intégrable sur R. Donc Dy = R.

b- Mentrer que g est de classe ™ sur son domaine de définition. Exprimer ses dérivées successives

sous fecrmes intégrales.

s yx -3 2iz ¢
Cn considére G : (z,t) — et 2t (1,i) € R?
’
e L’application G est continue sur R*.

ang
. N . —i2 2 3 : "2
¢ Soitn € N. b——;(;c,t) = (2it)"e™" ¢**** existe et est continue sur R® et on a
Z 3

AN

>, K —2 iy 5
}8 = i\z:,z,)‘ < 2%~ :  intégrable sur R.
=

e gestdeclasse C® sur Ret Vr e R, neN,

1 500 2 o
¢™(z) = / (2it)"e " M= dL.

\//":‘T J—o0
¢~ Mantrer gue g vérifie une équation différenticlie du premier ordre gue Yon déterminera et gue
L 3
VzeR, glz)=e®.
Ona
, 2% [Y® . L. s Y e e
g'(z) == (e~ Q2R gy — < }—-—e"t eutz Az f’ et ez;tx‘,”x. v
VT f oo 1.P.P \f7 L L 20 e —
T4 GO ') L) $oos oy by —:3 1 ~ { —-22
Done ¢'{z; = —2z¢{z). Dot glx) = 2e™ . Comme ¢(0) = 1, ou zura g(z) =™~ .
d- Montrer gueVn €N, Yz ER, -
. P LR xic) 2, %
Holz) = (_1)"£.—)_— e / e tieteBt e,
-

i J -0

Ex calculant la dérivée d’ordre n de g de deux fagons et en muitipliant par (—1)%¢* , on obtient
g G ¥

(D\T ftee :
D g L% 2 =43 .
(~17%e" g(n/(\x) =(-1)" el j et mplitz gy
N e’ VT =G0

Hn(x)

2° a- Montrer que Y n €N, Vz € R,

/
i L
) ~2i\2n 2 1 -+co 3 ) oo 2 )
Han(z) = L’—-ex e Ui cos(2tz)dt + | e 2" sin(24xz)dE

ﬁ H —0o0 -0
i N 44/
\\ =0

3 2'271—{»1 2 /--1-00 2
= (-— )n——/:- e ;’ e L tzn COS(ZZt)dt.

(@]

g

)

\
@
o o

©)



1]

o

b- Déterminer la valeur de P’intégrale

- a(2n)!
D’auire part H2,(0) = (-1)"-—
) nl
On obtient
Jan!

n = (Qn)!22n+l i

c- Montrer que V r,u € R,

z FERLL .
— / e 1+u? cos{2zt)dt = g(V 1 +uz).

2 +oc 42
—— C—T‘T:'r :bs(zxt)dt
V1F u-z\/’r_r «/0

2
Y cos{Zz/1 + vlvidy

d- Montrer gue V z,u € R,
9.9 - —1)te3n
oy CUE g .
n=o 22rnl(tp 2" 2

oo 2 oo <

=1 nu2n : 2% ‘U.2" <0 2 |
_4; — (,, ) — 1 Han(z) = ey // e~ 2" cos(2xt)dl.
5 2%mnl(l 4+ u?)nte VT S nl(1 4+ w23 Sy

On pose pour n € N,

2 5
y_ e P cos(2mtjutt
fﬂ(t} = . 2\n+L 3. j'R-.-
nl(1 +u2)*73
. ) cos(2zt) 2.3
2 E fr converge simplemeut sur R vers ¢ — —(———)e 14uT
V1+u?
n>90
2n
e 2 - ”
e i l < —— 1 _e7ty2n. intégrable sur {0, + cof.
faf )’_n:'(l-é—u2)"+i g Y, {
>
£O0 2n
e vand u
i fa(t)de < I
J’O | i r\'(l + u2\.r‘+'2_
2n o
== ¥ \\/71' = Qn
(1 +u2)n+3 (2n)i22n+1
N Cn+l 1
}_ an converge ( —s  0).
nr-+oc

n>0 m

,
S

(

)

[

,

G



Donc

/

\/_

-t cos(2zt) Z

n=0

(t,u)2n
n!(1+ u?) nt+3

42 t_’u_:;.
e™ " cos(2zt)er+s?di

\/1+u2\/_ 0

3° a- Caiculer, apras avoir justifier I’existence, ia valeur de I’intégrale
cc 2n
Jn = -—1‘—— du, né€EN.
Jo (1 +u2)"+§ :
Pour tout n > 0,
o0 2n
= | =
n = = 5
./0 (1 1—u3)""%
o
L] (+w?)™rd o 2n—1 [ P32
=.. 3 l_ 7+ A L ( 2n+ldu
s ntf o T+
_ 2n-1
TS G
i F 1 [® di  {sht]*™
Jg = ————-—ﬁdu = ;‘ ~— =|— =l
{1 +22)7  u=sht jo ch*t [chi],
Dot : .
g = -
2n+1
~
b~ ©n déduire que Yz R,

2 (=u» Hzn(:n)

2
51— —
e® { (=) = ) Sl Znt 1

@

On multiplie la relation 2 d- par —— et on intégre par rapport & u sur l'intervalle [0, + cof, on

1+
obtient .
il sl ( 1)Pace
.:‘£ 1+ u? du K f 22“n'(1 T uz)n+’ Han(z)du.
Cn pose
(_l)nu2n :
gn(u) = Wffzn(z)
2
e-—::‘u
e D’aprés 2 d-, Z gn converge simplement sur [0, + oo vers (u — =)
1+u
n>0
° ur— {g,.(u;, est Lnteg able sur [0, + oo[.
£99% u2n J il
lg ld < = z = .
o s / rnl(l a2 | 2nl . Pml(en + 1)
Z = converge.

17 e \
ni{2n +1)
n>6 " ( +




Donc

+0o e—rzu -+00 u2n
) =
/; 1+ 'u.2 22"1'1' /0 (

T | "+§du
—o 1+u2)nt2

Z (22:)1112"(1 == Z < (2n 2 Hon(z).

2np
= + 1)22nn!

+00 —zu?
Puisque pour tout z > 0 e*(1 — ®&(/z)) = / f_f_ 5 du, (Pa.rtle I- 7), on obtient pour tout
0
z € R,

( ))_ Z( l) HZnI)

22npl 2n +1°

Partie IV (23 points)
On pose

=3
Un(z) =€~ 7 Ha(z), n€N.

1° a- Montrer que U, est une solution de 1’équation différentielle,

v” + (2n + 1)y = 2%Un(z).

(En)
Ona
z2
o Up(z) =e™ 7 Hy(z).
22
» Ul(z) = (—zHn(z) + H.(z)) e~ T.
® Donc
=2
Ul(z) = (2*Ha(z)— Ha(z) - zH,(z) + H(z) — zH,(z))e” T
12
= (2 —2n—1)e" 7T Hy(z).
b- Montrer que V n, m E N,
(ULUm — Ul Un)' +2(n — m)UnUn =0. @
Puisque U, et Uy, sont, respectivement, solutions de (E,) et (En) on aura
U Um — Ul Un) =UlUmn — UpnUn = 2(m — n)UnUn.
C- En déduire que Vm, n € N tels que m #n,
/+°° = Hp(z)Hm(z)dz = 0.
On intégre la relation précédente sur | — oc, + cof.




d- Montrer que pour tout entier naturel n > 2,
H2(z) + 2(n = 1} Hna(z)Hn-2(z) = Hns1(z)Ha-1(z) = 2nH2_,(z).

Ona¥vn>1,

Donc ¥n > 2,
Hp(z) — 2zHn-1(z) + 2(n — 1)Hp_2(z) = 0.

On multiplie par H,(z},
H2(z) = 2zHp_1(z)Hn(z) + 2(n — 1)Ha—2(z) Ha(z) = 0.

On remplace 2zH,(z) par (Hp+1 + 2nH,—1(z)), on obtient
Hf‘(u:) +2(n— 1)H,(z)Hn-2(z) — Hot1(z)Hn-1(z) = 2nH,2l_1(:z:).

e- En déduire que pour tout entier naturel n,
00 2
/ e~* H?(z)dz = 2™n!V/x.

4 —co

On intégre la relation précédente sur | — oo, + co[ on obtient, Vn > 2,

+00

/‘ e"zlﬁ(:z:)d:r=2n/

—00

2
e * H2_,(z)dz.
Par itération, on aura Vn > 2

+00
/ e~= H2(z)dz = 2“—1n!/

—00 —o0

+oc —+00

e’”sz(J:)dx = 2”"‘n!/

—o0

La relation précédente reste vrai pour n = 0,1s (Hp(z) = 1 et H1(z) = 2z).

e~ 4r?dz e r 2"nl/7.

oe

&~

Soit v : R? — R une application de classe C! sur R%. On pose

h(z).= /0: o(z, t)dt.

Montrer que h est de classe C! sur R et que

= 4
VzeR, A'z)=yp(zz) f/ 2z, t)dt.
o Oz

: /4
On pose H{z,y) = / o(z,t)dt.
0
e y fixé. v est de classe C* sur R?. Donc z — H(z,y) est de classe C' sur R et

cH (o7 .
- = —(z, t)dt.
)= [ g
e z fixé. t —> p(z,t) est de classe C* sur R. Donc y — H(z,y) est de classe C* sur R et
o0H
5o @Y) = e(z.y)-
Y

e H est donc de classe C* sur R?.
 h(z) = H(z,z) est de classe C! sur R et

H 0
H(z) = ‘Z—f(x..z) + P (20) = olz.a) + /0 % (z, .

10

()




4]

3" a- Montrer que R, est solution de ’équation différentielle (Ey,).

o Soit p(z,t) = t*U,(t) sin(v2n + L(z — t)), @ est de classe C* sur R2.
= R, est de classe C! sur R et

R (z) = p(z,z) -1—/0I t2Un(t) cos(v2n + 1(z — t))dt.
=0

0]
o 2% est de classe C! sur R2.
oz

= R, est de classe C? sur R et

Rl(z) = z?U,(z)-vV2n+ 1/: t2U,(t) sin(v/2n + 1(z — t))dt
0

n

= z2U.(z) - (2n + 1)R.(z).

b- Montrer que U, vérifie Vn €N, Yz € R,

" Un(z) = Ha(0)cos (V2n +1x) + H;(O)ﬂﬂ_%-zl—ﬂ- + Rn(z).

Va(z) = Ha(0) cos (V2n + 1z) + H,',(O)ﬂ\/;n=:—{—)— + Rn(z).

On pose

.

o V, est de classe C? sur R.

s V, est une solution de (E,).

o V5 (0) = Hy(0) = Un(0) et V,(0) = H,(0) = J(0)
= V,, = U, pour tout entier n.

4° a- En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, Montrer que ¥V z >0, Vn € N,

(va)?! v s
|rnte)| < 25 et

OnaV >0,

IA

/|| \/2:? (/0 t"dt) (/OI Uﬁ(t)dt)%

1
2
1 .’1:5:( e

IA

2
H2(t)e dt)

j2nnly/m




b- En utilisant la formule de Stirling n! ~ V2rn™tie~™, montrer que Yz >0,
n—+00

OnaV z>0,

M

(vn)? s 2\/(n)l n!
VIO = Van+1 (2n)!

nli2"

B Vn)an 1

Mt B
n* — 0
n—+00 2 n—+00

}

IA

12




